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Diagramas de 
Espaço-Tempo
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Velocidade da Luz



Daqui a 1.3 segundos vou tirar uma fotografia...

t=1.299

Clic

t=1.3



Fotografia

Planta há milionésimos de segundos

Lua há 1.3 segundos atrás



Energia

Velocidade
Mecânica Clássica

c

Realidade



Cone de Luz



OkNão Ok 1 segundo

600.000.000 metros

c=300.000.000 m/seg



t

x

Região que P 
pode vir a 
influenciar

Região que pode ter 
influenciado  P

Região que P 
não pode vir 
a influenciar 

Região que 
não pode ter 
influenciado P

P

Causalidade



t

x

Meia noite, acaba o dia

Começa o aniversário de A e B

P quer felicitar A e B que fazem anos 
no mesmo dia. Não pode!

BA

P

Claro que P pode sempre encontrar-se com A. 
Porém, muito tempo depois dele ter feito anos.



t

x

Inimigo. Sabe-se que às 16:00 
lançará um míssil contra a terra

16:00



A pedra demorará 
2 segundos a cair-
lhe em cima mas 
como eu vejo o 

passado...

Sinalizador

Lua
Terra



Terra Luat

Visão
 da pedra

1.3 seg

2 seg

Quando a pedra 
atinge o astronauta

1.3 seg

Sinal de 
aviso

Tarde de mais.



Adição de velocidades



140 Km/h

120 Km/h

260 Km/h (140+120)



120 Km/h

130 Km/h

10 Km/h

10 Km/h



200.000.000 m/s = V

200.000.000 m/s = Vcarro

 V

 V

= 200.000.000 + 200.000.000

= + Vcarro

= 400.000.000 m/s?



Não!
400.000.000 m/s > 300.000.000 m/s = c

O cálculo que parecia normal tem um erro de 
pelo menos 100.000.000 m/s ! 



O Postulado



V   = 300.000.000 m/s = c

raio de luz

Vcarro

Pode ser qualquer 
coisa, (por exemplo 
200.000.000 m/s)

 V = 300.000.000 m/s = c

Independentemente da 
velocidade do carro



Dilatação do Tempo



L

Relógio de luz

t =
2L

c

4

velocidade =
distância

tempo

L
d

t′ =
2d

c

velocidade =
distancia

tempo

4

v

t’ v

d2 = L2 +
(

t′v

2

)2

velocidade =
distancia

tempo

4

d2 = L2 +
(

t′v

2

)2

t′ =
t√

1− v2

c2

4



v

d2 = L2 +
(

t′v

2

)2

t′ =
t√

1− v2

c2

4

t’ , o tempo medido por alguém em terra, 
é maior do que
t , o tempo medido por alguém na nave



Se eu, na nave, a 240.000.000 m/s (0.8c), jogar um jogo de 
xadrez de 120 minutos, um espectador, na terra, dirá que 
o jogo demorou 200 minutos.

20 anos

20 anos

V = 0.8c

12 anos

12 anos 12 anos a afastar e 
12 anos a aproximar

Dois gémeos com 17 anos. Um 
fica na Terra. Quando o outro 
regressa tem 41 anos enquanto 
que o que ficou tem 57!



Palavras chave

• Diagramas de Espaço-Tempo

• Velocidade da Luz

• Cone de Luz

• Adição de velocidades

• Postulado 

• Dilatação do Tempo



Distâncias e 

Simultaneidade



Espelho
2 d = c t

Cronometro

Detector

d = ?

x

t



t

x

A

-1

 1

-2

 2

-3

 3
Pontos 

simultâneos 

com A



Limite não relativista
Paradoxo Gémeos

Simultaneidade



t

t1

t2

Emissão

Recepção

Tempo 
médio

P

Deduzimos que P ocorreu no 
instante de tempo

t = t1 +
t2-t1

2
=

t1+t2

2

na posição

x =
t2-t1

2
c



t

x
A

-1

 1

-2

 2

-3

 3

t’

x’

Pontos simultâneos com A 
para o observador que se 

desloca para a direita 

A simultaneidade é 

um conceito relativo



x

t

A B
Fotografia

Medição de radar iniciada em P

Medição de radar

Três medições de distância

P



Cálculo K



t

A B

t’

T’

T

T’ = K T

TB = KBA TA

ou, melhor,

Princípio da Relatividade:

KAB = KBA = K



A

B

T’

T

T’’ = KT’= K(K T)
T’’

T’’ = K2 T



A

B

T’

0

T’’

0

T

T’’-T

2

T’’+T

2

V = 

c

T’’-T

2
c

T’’+T

2

=
K2 T -T

c
K2 T +T

=
K2  -1

K2  +1

V

c

K =
1+V/c

1-V/c



Dilatação do Tempo



A

B

T’ = t

0

T’’

0

T

T’’+T

2
t’ =

T’ = KT OK

T’’ = KT’ OK

t’ = 
K2  +1

2
T OK

K =
1+V/c

1-V/c

t’ = 
K2  +1

2K
t nada normal

Como

,

d2 = L2 +
(

t′v

2

)2

t′ =
t√

1− v2

c2

4



Palavras chave

• Diagramas de Espaço-Tempo

• Velocidade da Luz

• Cone de Luz

• Adição de velocidades

• Postulado 

• Dilatação do Tempo

• Distâncias e Simultaneidade

• Cálculo K

• Dilatação do Tempo



Imagens chave

vT’

T



Adição de velocidades



A

C

TA

B

TB

TC

TB = KBA TA

KCA = KCB KBA

TC = KCA TA

     = KCB TB

     = KCB KBA TA



A

C

TA

B

TB

TC

(KCA)2=(KCB)2(KBA)2

VCB + VBA
VCA =

1+
VCB VBA

c2

VCA = Velocidade de C vista por A

VCB = Velocidade de C vista por B

VBA = Velocidade de B vista por A

1+VCA/c
1-VCA/c

=
1+VCB/c
1-VCB/c

1+VBA/c
1-VBA/c



200.000.000 m/s

200.000.000 m/s

VCB + VBA

VCA =

1+
VCB VBA

c2

 V =

1+

200.000.000 + 200.000.000

200.000.000 x 200.000.000

300.000.0002

 V = 276.923.077 m/s
A

C

B



Contracção do Espaço



t

x

t’

x’

O

S

Q

P

R

L’

L

L = 
tQO + t’OS

2
c

   = 
K(-v) t’PO + K(v) t’OR

2
c

   = 
2

c(K(-v) + K(v))
t’PO 

Nota: t’PO = t’OR

   = (K(-v) + K(v)) L’ ou

L′ = L

√
1− v2

c2

d2 = L2 +
(

t′v

2

)2

t′ =
t√

1− v2

c2

4



v

d2 = L2 +
(

t′v

2

)2

t′ =
t√

1− v2

c2

4

t’ , o tempo medido em terra,  é maior do que 
t , o tempo medido na nave.
L’ , o comprimento medido em terra,  é menor 
do que L , o comprimento medido na nave.

L′ = L

√
1− v2

c2

d2 = L2 +
(

t′v

2

)2

t′ =
t√

1− v2

c2

4

,
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0.87c

10m



Sim



Queremos colocar

20 m

Barra de 
borracha

dentro de

Garagem

10 m



Facil, basta correres a 260.000.000 m/s para 
a barra ficar com 10 metros. Depois, assim 
que entrares na garagem, eu fecho a porta.

0.87c

10 m 10 m



0.87c

20 m 5 m

Calma!, para mim é a garagem que vem em 
minha direcção a 260.000.000 m/s por isso ela 
é que fica mais pequena, com apenas 5 metros!



Conseguimos 
colocar a barra 

na garagem?



Sim



Intermezzo





Relatividade Geral





Princípio da equivalência



Acabamos de acordar



v?



Acabamos de 
acordar outra vez

g



? g

ou ainda, na terra, 
a cair com 2g...



2g

?



Acordamos mais uma vez



?
g



O ponto crucial está na bolinha azul, sempre ao nosso lado.

Vamos (re)ver como ela cai no campo gravítico da terra

g m

A força que ela sente é o seu peso,

m g
A aceleração com que ela cai é dada igualando a força 

que ela sente à massa vezes a aceleração

m a



Obtemos então

m a = m g
Por isso todos os corpos (localmente) caem da mesma 

forma, com a mesma aceleração.

A gravidade pode por isso ser 
geometrizada









Universo em Expansão



Causalidade



t

x

Região que P 
pode vir a 
influenciar

Região que pode ter 
influenciado  P

Região que P 
não pode vir 
a influenciar 

Região que 
não pode ter 
influenciado P

P

tempo infinito, espaço finito

tempo finito, 
espaço infinito



Diagramas de 
Carter-Penrose



Queremos representar, num diagrama compacto, a 
causalidade de Espaços-Tempo

Exigimos então (e apenas) um diagrama 
compacto com raios de luz a 45º (para ser 

simples analisar a causalidade)



Espaço-Tempo Vazio ou Espaço-Tempo de Minkowski

tempo infinito, espaço finito

tempo finito, 
espaço infinito

t

x



Quaisquer duas pessoas em 
posições e tempos 
diferentes podem 
encontrar-se no futuro e 
ter-se encontrado no 
passado



Causalidade em 
Espaços-Tempo Curvos



Que tipo de Espaço-Tempo?



Consideremos 
duas pessoas 

bastante 
separadas

Podem ter-se 
encontrado no 

passado mas não 
se vão poder 

encontrar mais.



t

Tamanho do 

Universo



Nota:  Triangulo 
também representa 

Minkowski

Que espaço Tempo?



Podemos viver uma 
vida eterna tranquila...

... desde que não se 
passe a linha cinzenta!
Se se passar não se 

sai mais.





Buraco Negro Eterno de Schwarzschild
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II

IIV

III

i0

!−

!+

i+

i′0

III’

I’

II’

IV’

curvature singularity
at r = 0

curvature
singularity
at r = 0

internal
spatial ∞

path
with r constant,
θ constant,
φ constant

new asymptotically flat
exterior spacetime

!+′

!−′

V VI

radial null ingoing
geodesic hits singularity

r
=

r
−

event horizon at r = r+
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